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1 Introduction
Soit f(X) ∈ Q(X) une fraction rationnelle, on la suppose normalise´e de sorte que
f = P/Q, P et Q e´tant des polynoˆmes premiers entre eux, dont les coefficients sont
entiers et premiers entre eux. On conside`re la famille de sommes d’exponentielles
Sf de´finie par (en notant en(.) = exp(2ipi./n))
Sf (m;n) :=
∑
x∈Z/nZ
(Q(x),n)=1
en(mP (x)Q(x)) :=
∑
x∈Z/nZ
(Q(x),n)=1
en(mf(x)), (m,n) = 1;
comme de coutume m (mod n) est l’inverse de m modulo n (mm = 1 (modn)).
Comme on le sait, de nombreux proble`mes de the´orie des nombre ne´cessitent de
savoir majorer non trivialement la somme Sf (m;n). Pour ce faire, un de´vissage
facile nous rame`ne au cas crucial ou` n = p est un nombre premier. Depuis Weil et
la de´montration de l’hypothe`se de Riemann pour les courbes sur les corps finis, on
sait que pour p assez grand, on a la majoration
|Sf(m; p)| ≤ kfp
1/2,
avec kf = max(degP, degQ)+]{ racines distinctes de Q}−1 ([D2]). La question de
savoir si cette majoration est optimale quand l’un des deux parame`tres m ou p varie
est donc tre`s naturelle. Le cas ou` p est fixe´ et ou` m de´crit F∗p est assez bien compris
depuis les travaux de Deligne et de Katz (voir [Ka3] pour une discussion tre`s claire
a` ce propos): en effet, pour les fractions f de´crites ci-dessous, on peut donner une
mesure explicite µf sur [−1, 1] telle que quand p→ +∞ la famille des sommes nor-
malise´es {
Sf(m; p)
kfp1/2
}m=1...p−1 devient e´quidistribue´e relativement a` µf . En revanche,
quand m est fixe´ (disons m = 1), peu de choses sont connues sur la distribution des
sommes {
Sf (1; p)
kfp1/2
}p quand p de´crit l’ensemble des nombres premiers : on s’attend
0
1cependant a` ce que les sommes soient e´galement e´quidistribue´es relativement a` µf .
Citons deux cas connus de´quire´partition : celui du monoˆme f(x) = x3, Heath-Brown
et Patterson [HB-P] ont montre´ que pour p de´crivant l’ensemble des nombre premiers
= 1 mod 3, les angles θp de´finis par cos θp = SX3(1; p)/2p
1/2 sont e´quire´partis rela-
tivement a` la mesure uniforme sur [−pi, pi], et plus re´cemment la preuve par Duke,
Friedlander et Iwaniec que les rationnels {± v
p
}p∈P de´finis modulo 1 par l’e´quation
v2 + 1 = 0(mod p) sont e´quire´partis modulo 1 [DFI]; observons que la preuve de
ces deux the´ore`mes ne´cessite d’employer la pleine force de la the´orie de formes mo-
dulaires... Notre but est plus modeste, puisque ge´ne´ralisant notre pre´ce´dent travail
sur les sommes de Kloosterman [Mi], nous allons donner des minorations de sommes
Sf(1; pq) pour un module n = pq un produit de deux nombres premiers et une
fraction f ve´rifiant des hypothe`ses ge´ne´riques.
Commenc¸ons par introduire quelques notations:
— Dans la suite, les lettres p et q de´signeront exclusivement des nombres premiers.
— Nous dirons qu’un ensemble P de couples (p, q) de nombres premiers a une densite´
positive si pour tout x suffisamment grand on a
]{(p, q) ∈ P, p, q ≤ x} 
x2
log2 x
.
— Soit G un groupe alge´brique complexe, fixons K un sous-groupe compact max-
imal de G, et notons µH,K la mesure de Haar de K et K
\ l’espace des classes de
conjugaisons de K muni de la mesure µST,K (ST comme Sato-Tate) image de µH,K
par la projection canonique; pour toute repre´sentation ρ de G, on de´finit la constante
positive α(G, ρ) par l’e´quation
µH,K({k ∈ K, |tr(ρ(k))| > α(G, ρ)}) = 1/2.
Nous montrons alors le The´ore`me suivant:
The´ore`me 1.1 . — Soit f(X) ∈ Q(X) une fraction qui n’est pas un polynoˆme de
degre´ ≤ 2 et qui ve´rifie les trois conditions suivantes:
• H.1.— Les ze´ros de f ′(X) dans P1(C) sont simples; on note Zf l’ensemble de
ces ze´ros de f ′ (donc ]Zf = kf).
• H.2.— f se´pare les ze´ros de f ′(X): si z, z′ sont deux ze´ros de f ′, f(z) =
f(z′) =⇒ z = z′: soit Cf := f(Zf) alors ]Cf = ]Zf .
• H.3.— Soient s1, s2, s4, s4 ∈ Cf , il n’y a pas de relations de la forme s1− s2 =
s3 − s4, excepte´es les relations triviales s1 = s3 et s2 = s4 (resp. s1 = s2 et
s3 = s4).
Alors, pour tout  > 0 l’ensemble des couples de nombres premiers (p, q) ve´rifiant
l’ine´galite´
|
Sf (1; pq)
(pq)1/2
| ≥ α(SLkf , std)
2 − (1)
2a une densite´ positive (std de´signe la repre´sentation standard de SLkf ). D’autre
part, pour tout  > 0, l’ensemble des couples de nombres premiers (p, q) ve´rifiant
|
Sf(1; pq)
(pq)1/2
| ≤ ,(2)
a une densite´ positive.
Remarque. — Notons que si degP ≤ degQ, la condition H.1. n’est jamais
ve´rifie´e (∞ est un ze´ro d’ordre au moins deux de f ′(X)). Remarquons encore
que si deg P > degQ sont fixe´s, les trois conditions H.1, H.2., H.3. sont ve´rifie´es
ge´ne´riquement.
Remarque. — Il semble que dans ce the´ore`me, les conditions les plus impor-
tantes soient H.1. et H.2. (elles assurent en effet qu’un faisceau associe´ a` la somme
Sf est irre´ductible). Par exemple, si kf est premier, un re´sultat analogue est va-
lable sans l’hypothe`se H.3, quitte a` changer de constante α(G, ρ). Il nous parait
donc raisonnable de conjecturer une minoration similaire des sommes Sf (1; pq) sous
les seules hypothe`ses H.1. et H.2. En revanche, comme le montre l’exemple des
sommes de Gauss (f(X) = Xk) qui est le cas extreˆme de re´ductibilite´, se passer
des hypothe`ses H.1 et H.2 ne paraˆit pas raisonnable sans poser de conditions de
congruences supple´mentaires sur p et q.
Les conditions H.1. H.2., H.3. sont ve´rifie´es quand f a la forme suivante ([Ka2],
7.10.5,7.10.6).
•
f(X) = aXk+1 + bX
avec a, b 6= 0, et k un entier impair ve´rifiant k ≥ 2 ou k ≤ −2 est un entier
pair.
• f(x) est un polynoˆme non nul dont le polynoˆme de´rive´ est proportionnel a` un
polynoˆme unitaire de degre´ k+1 ≥ 6, irre´ductible ayant pour groupe de Galois
le groupe des permutations de k e´le´ments, Sk (rappelons ([G]), que presque
tout polynoˆme g de Z[X] est irre´ductible de groupe de Galois Sdeg q).
Ce the´ore`me admet une variante qui permet de traiter des cas non couverts par le
The´ore`me pre´ce´dent, par exemple le cas ou` f(X) = aXk+1 + bX avec k pair 6= 0.
The´ore`me 1.2 Soit f une fraction rationnelle impaire qui n’est pas un polynoˆme
de degre´ 1 et qui ve´rifie les hypothe`ses H.1. et H.2. du The´ore`me 1.1 ainsi que
l’hypothe`se
• H.3’.— Soient s1, s2, s4, s4 ∈ Cf , il n’y a pas de relations de la forme s1−s2 =
s3 − s4, excepte´es les relations triviales s1 = s3 et s2 = s4 ou bien s1 = s2 et
s3 = s4 ou bien s1 = −s4 et s2 = −s3.
3Alors kf est pair et pour tout  > 0 l’ensemble des couples de nombres premiers
(p, q) ve´rifiant l’e´quation
|
Sf (1; pq)
(pq)1/2
| ≥ α(Spkf , std)
2 − (3)
a une densite´ positive. D’autre part, pour tout  > 0 l’ensemble des couples de
nombres premiers (p, q) ve´rifiant
|
Sf(1; pq)
(pq)1/2
| ≤ ,(4)
a une densite´ positive.
De meˆme nous ge´ne´ralisons le The´ore`me 1 de [Mi] aux sommes de Kloosterman
a` plusieurs variables:
The´ore`me 1.3 . — Soit k ≥ 2; pour m et n des entiers premiers entre eux, on
pose Klk(m;n) la somme de Kloosterman en k variables:
Klk(m;n) =
∑
x1,...,xk∈Z/nZ
∗
x1x2...xk=m(mod n)
en(x1 + . . .+ xk).
Soit αk = α(SLk, std) (resp. = α(Spk, std)) si k est impair (resp. pair). Alors,
pour tout  > 0, l’ensemble des couples de nombres premiers ve´rifiant l’e´quation
ci-dessous a une densite´ positive
|
Klk(1; pq)
(pq)(k−1)/2
| ≥ αk − .
D’autre part, pour tout  > 0 l’ensemble des couples de nombres premiers (p, q)
ve´rifiant
|
Klk(1; pq)
(pq)(k−1)/2
| ≤ 
a une densite´ positive.
Enfin il n’est pas beaucoup plus difficile d’obtenir des minorations simultane´e de
plusieurs sommes d’exponentielles des diffe´rents types rencontre´es pre´ce´demment;
a` titre d’exemple nous donnons le the´ore`me assez frappant suivant pour plusieurs
sommes ”conjugue´es” par Galois:
The´ore`me 1.4 . — Soit a1, . . . , an, n entiers positifs distincts; soit f une fraction
rationnelle ve´rifiant les hypothe`ses du The´ore`me 1.1, et notons α(SLkf , std, n) la
constante positive de´finie par l’e´quation
µH,KSLkf
({k ∈ KSLkf , |tr(k)| > α(SLkf , std, n)}) = 1/2
1/n;
4alors, pour tout  > 0 l’ensemble des couples de nombres premiers (p, q), ve´rifiant le
syste`me d’ine´galite´s
|
Sf (ai; pq)
(pq)1/2
| ≥ α(SLkf , std, n)
2 − ,(5)
pour tout i = 1 . . . n, a une densite´ positive.
Ce dernier re´sultat sugge`re que les sommes Sf(m; p) pour des m distincts devraient
se comporter inde´pendamment les unes des autres quand p de´crit l’ensemble des
nombres premiers.
Remerciements
Ce travail est une ge´ne´ralisation d’une partie de ma the`se a` Orsay et je tiens a`
remercier E. Fouvry mon directeur, N.M. Katz dont le travail sous-tend tout cet
article ainsi que Ge´rard Laumon de l’aide qu’ils m’ont apporte´e.
2 Q`-faisceaux sur Gm ⊗ Fp
Notations
On fixe ` 6= p un nombre premier; une cloˆture alge´brique Q` de Q` et un plongement
de Q` dans C.
Soit ψ (resp. χ) un caracte`re additif (resp. multiplicatif) de Fpn (resp. de F
∗
pn),
on note Lψ (resp. Lχ) le Q`-faisceaux de rang 1 qui lui correspond.
G∨ de´signe le dual du faisceau G, Ggeom(G) et Garith(G) de´signent respectivement
ses groupes de monodromie ge´ome´trique et arithme´tique ; pour tout faisceau G sur
Gm et a ∈ F
∗
p, on note a
∗G le pull-back de G par le morphisme de translation
Gm : x → ax; pour tout entier k ∈ Z − {0}, on note [k]
∗G le pull-back de G par le
morphisme de Gm : x→ x
k.
2.1 Fonctions supermorses
On rappelle ici la construction due a` Katz [Ka2] 7.10.2, du faisceau attache´ aux
sommes Sf(m; p).
Soit f(X) une fraction rationnelle ve´rifiant H.1. et H.2. alors pour tout p assez
grand f(X) mod p ve´rifie encore H.1. et H.2. dans Fp; on suppose p est fixe´ assez
grand et on note f pour f modulo p. Soit Df le diviseur des poˆles de f (on a vu que
∞ ∈ Df), Zf l’ensemble des ze´ros de f
′ et Cf = f(Zf) (par H.2. ]Zf = ]Cf = kf),
si p > deg f , f de´fini un reveˆtement fini e´tale
P1 −Df − Zf → A
1 − Cf
5de degre´ deg f , et on dit que f est une fonction supermorse; on dispose alors d’une
application trace: trf : f∗Q` → Q` dont on note Ff le noyau. On note Gf :=
NFTψFf son transforme´ de Fourier : c’est un faisceau lisse sur Gm,Fp, pur de poids
1, de rang kf = ]Zf , Lie-irre´ductible mode´re´ment ramifie´ en 0 et sauvagement
ramifie´ en ∞ ([Ka2] 7.9, 7.10) on a:
∀t ∈ F∗p, tr(Frobt,Gf) = Sf(t; p);
Gf(0)/Gf,0 '
⊕
y∈Df
y 6=∞
⊕
χordy(f)=1
Lχ(x) ⊕
⊕
χord∞(f)=1
χ6=1
Lχ(x);
(Gf(0) est la restriction au groupe d’inertie I0 de Gf , alors que Gf,0 est la fibre
de Gf en 0 vue comme I0-repre´sentation triviale). D’autre part, en ∞, on a la
de´composition
Gf (∞) '
⊕
z∈Zf
Lψ(f(z)x) ⊗ Lχ2(x),(6)
de sorte que
det(Gf )(∞) ' Lψ(kfβx) ⊗ Lχ
kf
2 (x)
,
avec β = 1
kf
∑
z∈Zf f(z) ∈ Fp. Ainsi le faisceau
det(Gf (1/2)⊗ Lψ(−βx) ⊗ L
χ
kf
2 (x)
)
( Gf (1/2) de´signe le twist de Tate de Gf qui est pur de poids 0 et non pas une
repre´sentation de l’inertie en 1/2!) est lisse sur Gm ∪ {∞}, mode´re´ment rami-
fie´ en 0 et pur de poids 0; il est donc ge´ome´triquement constant et de la forme
α := t ∈ Gm → tr(Frobt, α) = α
deg t, ou` α ∈ Q` ve´rifie |α| = 1 pour tout plonge-
ment de Q` dans C. Notant L le faisceau pur de poids 0, L := α
−1/kf ⊗ Lψ(−βx) ⊗
L
χ
kf
2 (x)
, on a le lemme:
Lemme 2.1 Il existe un faisceau L lisse sur Gm de rang 1 et de poids 0 tel que
det(L ⊗ Gf (1/2)) = Q`. Par conse´quent, si nous notons G
′
f := L ⊗ Gf(1/2), on a
Garith(G
′
f ) ⊂ SLkf .
D’autre part pour p assez grand f (mod p) ve´rifie H.3. et d’apre`s [Ka2] 7.9.6 on a
G0,dergeom(Gf ) = SLkf , on en de´duit donc la
Proposition 2.2 (Katz) Avec les notations pre´ce´dentes on a les e´galite´s
SLkf = G
0,der
geom(G
′
f) = Ggeom(G
′
f) = Garith(G
′
f ).
Nous montrons maintenant le premier re´sultat vraiment original de cette section.
Notons H l’ensemble des racines 2(kf −1)-ie`mes ou 2kf -ie`mes de l’unite´ suivant que
Cf contient ou ne contient pas β. Alors on a le
6The´ore`me 2.3 Soit a ∈ F
∗
p −H, on a l’e´galite´
Ggeom(G
′
f ⊕ a
∗G ′f ) = SLkf × SLkf ⊂ GL2kf .
Corollaire 2.4 Soit a 6∈ Fp∩H, (ρ1, ρ2) un couple de repre´sentations irre´ductibles
de SLkf et ψ
′ un caracte`re additif de Fp, on a les majorations
∣∣∣∣
∑
t∈F∗p
tr(frobt, ρ1(G
′
f))ψ
′(1/t)
∣∣∣∣ ≤ dim ρ1(kf + 1)p1/2.
∣∣∣∣
∑
t∈F∗p
tr(frobt, ρ1(G
′
f))tr(frobat, ρ2(G
′
f ))ψ
′(1/t)
∣∣∣∣ ≤ dim ρ1 dim ρ2(kf + 1)p1/2.
Preuve. — Par le the´ore`me pre´ce´dent, le faisceau ρ1(G
′
f) ⊗ ρ2(a
∗G ′f )
∨ ⊗ [−1]∗Lψ′(x)
(resp. ρ1(G
′
f ) ⊗ [−1]
∗Lψ′(x)) (ces faisceaux sont de´finis sur Gm ⊗ Fp) est ge´ome´-
triquement irre´ductible ([−1]∗Lψ′(x) est de rang 1). Le corollaire re´sulte alors de
la formule des traces de Lefschetz, des the´ore`mes fondamentaux de Deligne ([D1]),
de la formule de Grothendieck-Ogg-Shafarevitch, ainsi que du Lemme 2.2 de [Mi]
pour controˆler les conducteurs de Swan de ρ1(G
′
f ) ⊗ ρ2(a
∗G ′f)
∨ ⊗ [−1]∗Lψ′(x) (resp.
ρ1(G
′
f)⊗ [−1]
∗Lψ′(x)).

Preuve du The´ore`me 2.3
D’apre`s la Proposition 2.2, il suffit de montrer l’inclusion
SLkf × SLkf ⊂ Ggeom(G
′
f ⊕ a
∗G ′f ).
On applique le crite`re de Goursat-Kolchin-Ribet ([Ka2] 1.8.2): d’apre`s 2.2, il suffit
de montrer que pour a 6∈ H, et pour tout faisceau L, lisse sur Gm de rang 1, il n’y
a pas d’isomorphisme ge´ome´trique entre les faisceaux G ′f et a
∗G ′f ⊗L ou a
∗G ′
′∨
f ⊗L.
Nous montrons que si a 6∈ H l’isomorphisme G ′f ' a
∗G ′f⊗L est impossible, la preuve
pour a∗G ′∨f ⊗L est similaire (remarquer que a
∗G ′∨f = a
∗G ′−f )... On va en fait montrer
que les P∞-repre´sentations G
′
f,|P∞
et a∗G ′f ⊗ L|P∞ ne sont pas isomorphes : d’apre`s
(6) les sauts de G ′f et a
∗G ′f pour la ramification sauvage a` l’infini e´tant en 1, L e´tant
de rang 1, on est dans l’un des deux cas suivants:
• L n’est pas sauvagement ramifie´ en ∞;
• L|P∞ ' Lψ(λx).
7Dans ce dernier cas, on aurait un isomorphisme entre P∞-repre´sentations
⊕
z∈Zf
Lψ((f(z)−β)x) '
⊕
z∈Zf
Lψ((a(f(z)−β)+λ)x)(7)
soit, en prenant le de´terminant, on aurait l’e´galite´
∑
z∈Zf
(f(z)− β) = 0 = a
∑
z∈Zf
(f(z)− β) + kfλ;
cela impose λ = 0 et on se trouve donc dans le premier cas. De`s lors, l’isomorphisme
(7) implique que l’ensemble C ′f := {f(z)− β, z ∈ Zf} est stable par multiplication
par a. On en de´duit que a est une racine de l’unite´ d’ordre divisant kf − 1 ou kf
suivant que C ′f contient ou ne contient pas 0.
Remarque. — Si l’on se place dans le cadre du The´ore`me 1.2: on suppose f
impaire, qui ve´rifie H.1. H.2. et H.3’. Des e´nonce´s analogues aux pre´ce´dents sont
valables en utilisant la variante 7.9.7 de [Ka2], il reste a` remplacer dans les e´nonce´s
pre´ce´dents SLkf par Spkf .
Distribution simultane´e de sommes conjugue´es
Soient 0 < a1 < a2, . . . < an n entiers positifs fixe´s tous distincts, on suppose de plus
que p est assez grand de sorte que, pour tout 1 ≤ i < j ≤ n, le quotient aiaj (mod p)
n’est pas une racine 2kf -ie`me ou` 2(kf − 1)-ie`me de l’unite´ (il suffit pour cela que
p > a
2kf
n ). Soit Ha1,...,an l’ensemble des racines dans F
∗
p des polynoˆmes
(aiX)
2kf − a
2kf
j (modp), 1 ≤ i, j ≤ n,
si C ′f ne contient pas 0; et
(aiX)
2(kf−1) − a
2(kf−1)
j (modp), 1 ≤ i, j ≤ n,
si C ′f contient 0. Alors ]Ha1 ,...,an ≤ 2kfn
2, et on de´duit de la preuve du The´ore`me
2.3 le
The´ore`me 2.5 Avec les notations pre´ce´dentes, si a 6∈ Ha1,...,an , on a l’e´galite´
Ggeom(
n⊕
i=1
G ′aif ⊕
n⊕
i=1
a∗G ′aif) = SL
2n
kf
.
Preuve. — En effet, l’hypothe`se que p est p > a
2kf
n assure que pour i 6= j, le faisceau
G ′aif n’est pas ge´ome´triquement isomorphe (a` un twist, par un faisceau de rang 1,
pre`s) aux faisceaux G ′ajf et G
′∨
ajf
. L’hypothe`se a 6∈ Ha1,...,an assure elle que pour tout
1 ≤ i, j ≤ n G ′aif n’est pas ge´ome´triquement isomorphe a` un twist par un faisceau
de rang 1 pre`s aux faisceaux a∗G ′ajf et a
∗G ′∨ajf , le re´sultat s’en de´duit alors par le
crite`re de Goursat-Kolchin-Ribet.
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Corollaire 2.6 Soit a 6∈ Fp∩Ha1 ,...,an , (ρ1, ρ2, . . . , ρn) n repre´sentations irre´ductibles
de SLkf et ψ
′ un caracte`re additif de Fp, on a les majorations
∣∣∣∣
∑
t∈F∗p
ψ′(1/t)
n∏
i=i
tr(frobt, ρi(G
′
aif
))
∣∣∣∣ ≤ dim ρ1 . . .dim ρn(kf + 1)p1/2.
∣∣∣∣
∑
t∈F∗p
ψ′(1/t)
n∏
i=i
tr(frobt, ρi(G
′
aif
))tr(frobat, ρi(G ′aif))
∣∣∣∣ ≤ (dim ρ1 . . .dim ρn)2(kf+1)p1/2.
2.2 Les sommes de Kloosterman ge´ne´ralise´es
Pour tout entier k ≥ 2, Katz a construit par convolution ite´re´e le faisceau de Kloos-
terman ge´ne´ralise´ Klk; ce faisceau a les proprie´te´s suivantes ([Ka1] 4.1.1, 11.0.2): on
note, pour a ∈ F∗p, Klk,a := a
∗Klk, alors
• Klk,a est lisse sur Gm⊗Fp, de rang k, et pur de poids 0.
• Pour tout m ∈ F∗p, on a tr(Frobm,Klk,a) =
Klk(am; p)
p(k−1)/2
.
• En 0, Klk,a est mode´re´ avec un seul bloc de Jordan.
• En ∞, Klk,a est totalement sauvage, avec pour unique pente 1/k, et
Swan∞(Klk,a) = 1
• detKlk,a est trivial.
• Il existe un isomorphisme de Q`-faisceaux lisses
Klk,(−1)ka→˜Kl
∨
k,a.
• Si k est impair, on a Ggeom(Klk,a) = SLk
• Si k est pair, on a
1. il existe un accouplement parfait, alterne´,
( , ) : Klk,a ⊗Klk,a → Q`
de faisceaux lisses sur Gm⊗Fp.
2. Ggeom(Klk,a) = Spk.
9De manie`re analogue au The´ore`me 2.3, on montre le
The´ore`me 2.7 . — Si k est pair, et si a 6= 1, alors, le groupe de monodromie
ge´ome´trique du faisceau Klk ⊕ Klk,a est Spk × Spk.
Si k est impair et si a 6= ±1 alors, le groupe de monodromie ge´ome´trique du
faisceau Klk ⊕ Klk,a est SLk × SLk.
Preuve. — On applique a` nouveau le crite`re de Goursat-Kolchin-Ribet. Il suffit
donc de montrer que
Pour a 6= 1 (si k est pair) ou pour a 6= ±1 (si k est impair), pour tout faisceau,
L, lisse sur Gm⊗Fp, de rang 1, il n’existe pas d’isomorphisme de faisceaux lisses
sur Gm⊗Fp de la forme suivante
Klk ⊗ L ' Klk,a, Kl
∨
k ⊗ L ' Klk,a.
Supposons que L existe, ainsi que l’un des deux isomorphismes ci-dessus; alors L
est mode´re´ment ramifie´ en ∞ : sinon, L e´tant de rang 1 et son conducteur de Swan
en ∞ e´tant un entier, le seul saut de L en ∞ serait entier, donc ≥ 1; or, le seul saut
des faisceaux Klk,a′ en ∞ est 1/k < 1, ce serait incompatible avec l’isomorphisme
pre´ce´dent.
Le re´sultat suivant ([Ka1] 10.4.1 p. 171) est une ge´ne´ralisation du calcul de
conducteurs de Swan, e´tabli pour k = 2 au Lemme 2.4 de [Mi]:
Swan∞(Klk,a ⊗ Klk,a′) = k − 1 si a = (−1)
ka′
Swan∞(Klk,a ⊗ Klk,a′) = k si a 6= (−1)
ka′
On en de´duit, avec la relation Kl∨k,a ' Klk,(−1)ka, les e´galite´s suivantes
Swan∞(Kl
∨
k ⊗ Klk) = k − 1 et Swan∞(Kl
∨
k ⊗ Klk,a) = k si a 6= 1.
Elles montrent que le premier isomorphisme Klk ⊗ L ' Klk,a est impossible pour
a 6= 1, car on aurait ( L e´tant mode´re´ en ∞)
k = Swan∞(Kl
∨
k ⊗ Klk,a)
= Swan∞(Kl
∨
k ⊗ Klk ⊗ L)
= Swan∞(Kl
∨
k ⊗ Klk) = k − 1.
Dans le cas ou` k est pair, Kl est isomorphe a` son dual, ce qui montre du meˆme
coup, l’impossibilite´ du second isomorphisme.
Dans le cas ou` k est impair, l’e´galite´ Swan∞(Kl ⊗ Klk,a) = k si a 6= −1 permet
de prouver, de meˆme, l’impossibilite´ du second isomorphisme.

On en de´duit le corollaire suivant
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Corollaire 2.8 . — Si k est pair et a 6= 1, le groupe de monodromie ge´ome´trique
du faisceau
[k]∗Klk ⊕ [k]
∗Klk,a,
est isomorphe a` Spk × Spk.
Si k est impair et a 6= ±1, le groupe de monodromie ge´ome´trique du faisceau
[k]∗Klk ⊕ [k]
∗Klk,a
est isomorphe a` SLk × SLk ⊂ GL2k.
Preuve. — Si p > k, le morphisme x → xk de´finit un reveˆtement e´tale de Gm de
degre´ k et le faisceau [k]∗Klk ⊕ [k]
∗Klk,a est simplement la restriction du faisceau
Klk ⊕ Klk,a a` un sous groupe d’indice k du groupe fondamental ge´ome´trique de
Gm; or Spk × Spk et SLk × SLk sont connexes, il n’admettent pas de sous groupes
d’indices finis non triviaux et par conse´quent Ggeom([k]
∗Klk ⊕ [k]
∗Klk,a) est le plus
gros possible et vaut suivant la parite´ de k, Spk × Spk ou SLk × SLk.

Comme pre´ce´demment, on de´duit de ce corollaire le
Corollaire 2.9 Soit a 6= ±1; soit (ρ1, ρ2) un couple de repre´sentations irre´ductibles
de SLk si k est impair ou de Spk si k est pair et ψ
′ un caracte`re additif de Fp, alors
on a les majorations
∣∣∣∣
∑
t∈F∗p
tr(frobtk , ρ1(Klk))ψ
′(1/t)
∣∣∣∣ ≤ dim ρ1(k + 1)p1/2.
∣∣∣∣
∑
t∈F∗p
tr(frobtk , ρ1(Klk))tr(frobatk , ρ2(Klk))ψ
′(1/t)
∣∣∣∣ ≤ dim ρ1 dim ρ2(k + 1)p1/2.
3 Un re´sultat de crible
Dans cette section nous rappelons sans de´montration un re´sultat de crible qui est
de´montre´ implicitement dans [Mi] (Cor 2.9, Cor 2.11, Prop. 3.2) et que nous donnons
en toute ge´ne´ralite´ dans l’espoir qu’elle puisse avoir d’autres applications.
On conside`re la situation suivante: on se donne g(m) une fonction de Fp =
Z/pZ a` valeurs complexes majore´e par 1 en valeur absolue, que l’on prolonge a` N
tout entier par pe´riodicite´. Soient C, C ′ et H, trois re´els positifs, on conside`re les
proprie´te´s suivantes sur g:
Proprie´te´ I(C). — On dit que g ve´rifie la proprie´te´ I(C), si, pour tout caracte`re
additif (trivial ou non), ψ, de Fp, on a la majoration
|
∑
m∈Fp
g(m)ψ(m)| ≤ Cp1/2.
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Proprie´te´ II(C ′, H). — On dit que g ve´rifie la proprie´te´ II(C ′, H), s’il existe
un ensemble H de F∗p de cardinal au plus H, tel que pour tout caracte`re additif, ψ,
de Fp, et pour tout e´le´ment n de F
∗
p, n 6∈ H, on a la majoration
|
∑
m∈Fp
g(m)g(mn)ψ(m)| ≤ C ′p1/2.
On a alors le The´ore`me tre`s ge´ne´ral suivant:
The´ore`me 3.1 . — Soient C, C ′, H trois constantes positives, x un re´el positif,
alors, pour tout p nombre premier compris entre x et 2x et toute fonction g de Fp
majore´e en valeur absolue par 1, qui ve´rifie les proprie´te´s I(C) et II(C’,H), on a la
majoration (uniforme en p)
∑
x≤q<2x
q 6=p
g(q) C,C′,H
x log log x
log2 x
.
De plus la constante implique´e dans le symbole de Landau ci-dessus est de la forme
O(C +H1/2 + C ′1/2).
La preuve de cette proposition suit celle de la proposition 3.2 de [Mi], il suffit dans
la preuve de remplacer les expressions symi(θ
′
p,q) par g(q) et d’utiliser les proprie´te´s
I(C) et II(C ′, H) pour montrer les analogues des Corollaires 2.9 et 2.10 de loc. cit.
D’apre`s le Corollaire 2.4, pour toute repre´sentation irre´ductible ρ1 de SLkf , la
fonction de F∗p de´finie par
g(m) =
tr(frob1/m, ρ1(G
′
f))
dim ρ1
ve´rifie les hypothe`ses I(C) et II(C ′, H) avec C = C ′ = kf + 1, et H = 2kf + 1 de`s
que p est assez grand (de´pendant seulement de f).
De meˆme, le corollaire 2.9 implique que pour toute repre´sentation ρ1 de SLk si
k est impair ou de Spk si k est pair, la fonction de´finie par
g(m) =
tr(frob1/mk , ρ1(Klk))
dim ρ1
ve´rifie les hypothe`ses I(C) et II(C ′, H) avec C = C ′ = k+ 1, et H = 2k + 1 de`s que
p est assez grand (dependant seulement de k).
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4 De´monstration du The´ore`me 1.1
On se contentera ici de montrer le The´ore`me 1.1, la preuve des The´ore`mes 1.2, 1.3 et
1.4 est tout a` fait similaire (il suffit d’utiliser dans la section pre´ce´dente les corollaires
2.9 et 2.6 a` la place du Corollaire 2.4 ).
Choisissons un plongement de Q` dans C et K un compact maximal de SLkf (C).
Comme cela est explique´ dans [Ka1] Chap. 3, pour t ∈ F∗p la partie semi-simple du
frobenius en t agissant sur G ′f de´finit de manie`re unique une classe de conjugaisons
de K que l’on note θf,p,t; d’apre`s Deligne ([D1]) et le The´ore`me de Katz 2.2, quand
p→ +∞, la famille des ”angles” {θf,p,t}t=1...p−1 devient e´quidistribue´e sur K
\ relati-
vement a` la mesure de Sato-Tate µST,SLkf . Comme conse´quence directe de la section
pre´ce´dente nous avons la Proposition 4.1 ou` la variable t est assujettie a` de´crire des
nombres premiers.
Proposition 4.1 . — On adopte les notations et les hypothe`ses du The´ore`me
1.1. Quand x → +∞ et uniforme´ment pour tout nombre premier x ≤ p < 2x, les
x/ log x+o(x/ log x) classes de conjugaisons {θf,p,q}x≤q<2x deviennent e´quidistribue´s
sur K\ relativement a` la mesure µST,K: autrement dit, pour tout sous-ensemble
mesurable A ⊂ K\, on a l’e´galite´
|{x ≤ q < 2x, q 6= p, θf,p,q ∈ A}| = (µST,K(A) + o(1))
x
log x
, x→ +∞;
Cette e´galite´ est uniforme en x ≤ p < 2x.
En effet par le the´ore`me de Peter-Weyl, il suffit de montrer que pour toute repre´-
sentation irre´ductible ρ de SLkf on a
∑
x≤q<2x, q 6=p
tr(ρ(θf,p,q)) = o(
x
log x
), x→ +∞;
c’est pre´cisement ce qui a e´te´ de´montre´ dans la section pre´ce´dente et on a meˆme
une majoration en Okf (dim ρ
x log log x
log2 x
)...
Soient maintenant A et B deux ensembles mesurables de K \, notons
CA(x) = {(p, q)| p 6= q, x ≤ p, q < 2x, θf,p,q ∈ A}
DB(x) = {(p, q)| p 6= q, x ≤ p, q < 2x, θf,q,p ∈ B}.
D’apre`s la proposition pre´ce´dente, on a les e´galite´s
|CA(x)| = (µST,K(A) + o(1))
x2
log2 x
, |DB(x)| = (µST,K(B) + o(1))
x2
log2 x
;
et on a donc l’ine´galite´
|CA(x) ∩ DB(x)| ≥ (µST,K(A) + µST,K(B)− 1 + o(1))
x2
log2 x
.
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Choisissons maintenant A = B = {k ∈ K \, |tr(std(k))| > α(SLkf , std)− }, par
de´finition de α(SLkf , std) on a donc
|CA(x) ∩ DB(x)| 
x2
log2 x
.
Par de´finition de G ′f , on a l’e´galite´
|tr(θf,p,q)| =
|Sf(q; p)|
p1/2
,
d’autre part, on a la relation de multiplicativite´ croise´e Sf(1; pq) = Sf(q; p)Sf(p; q),
de sorte que pour (p, q) ∈ CA(x)∩DB(x) on a la minoration (1). La majoration (2)
s’obtient de meˆme en prenant A = {k ∈ K \, |tr(std(k))| ≤ } et B = K\.
Le The´ore`me 1.3 s’obtient de meˆme en utilisant, cette fois, la relation de multi-
plicativite´ croise´e
Klk(1; pq) = Klk(q
k; p)Kl(pk; q).
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